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The Calculation of One-Electron Integrals in the SCF-X -SW-Method: 1. One-
Electron Properties

Based on the scattered-wave formalism the one-electron integrals have
been investigated. It could be demonstrated that the integrals of the spheric-
symmetrical regions can be determined conveniently. Caused by the com-
plicated geometrical shape the contribution of the interatomic region to this
integral was difficult to determine. A surface integral expression has been
obtained as the solution which exact caloulation will be very complicated and
time consuming. Therefore a ZD0-analogous approximations are considered.
By this means a formalism was derived which can be further reduced
(simplified) and analysed relatively easily if a concrete operator is known.

[ Keywords: One-electron integrel; SCF-X ; Scattered Wave Method YX -SW)]

Einleitung

Der grofite Teil der bisher publizierten X -SW-Arbeiten beschrank-
te sich fast ausschlieBlich auf die Berechnung von MO- und Anregungs-
Energien von Koordinations- und metallorganischen Verbindungen,
die zum Teil mit den sonst verfligbaren LCAO-MO-Methoden nicht
oder nur unzureichend behandelt werden konnten z.B.1-28. Kine
Verbesserung der SCF-X,-SW-Methode brachte die Einfihrung des
Konzepts der ,,iberlappenden Kugeln®,5.1%:2% was sich vor allem bel
Molekiilen, die relativ stark von der Kugelgestalt abweichen, bemerk-
bar machte. Von R. Kjellander30 wurde eine Version vorgeschlagen, bei
der ein Molekiil aus zusammengefal3ten Atomgruppenkugeln aufgebaut
wird, wobei Uberlappung der Kugeln zugelassen ist.
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Da den Chemiker aber nicht nur MO- und Anregungs-Energien
interessieren, sollte versucht werden, die X _-SW-Einteilchen-Wellen-
funktionen

Wity =Y CY(EYRY (ry; BYY (7p), p=0,1..,N (1.1)
L

Y@= ) YALE) T (ery) Y (Fp), 2=+ E(F+ V) (1.2)
L

deren Normierung in3!-32 behandelt wurde, zur Berechnung weiterer
Molekiileigenschaften zu nutzen.

Erste Ansatzpunkte, die dieser Problematik gewidmet sind, findet
man in der Literatur3.3-37. Jedoch wurde von den Autoren dieser
Arbeiten die Behandlung der Beitrdge der Zwischenregion IT approxi-
mativ umgangen (vgl. auch3!).

Deshalb hat die vorliegende Arbeit das Ziel, generelle Losungswege
zur Bestimmung von Einelektronen-Integralen im Rahmen der SCF-
X, -SW-Methode aufzuzeigen.

Die Behandlung von Einelektronen-Integralen im MS-Formalismus

Den Ausgangspunkt der Untersuchungen bildet die Bestimmungs-
gleichung fiir einen Erwartungswert W:

<W> = [¥#1)0 (x) ¥a(r)drx (2)
Q

Integriert wird iber den gesamten Raum mit dem Volumen Q. Die
Indizierung der Wellenfunktionen soll eine mégliche Zugehdrigkeit zu
unterschiedlichen Eigenwerten £, bzw. Es angeben. Zur Losung der
GHleichung (2) wird vorausgesetzt, dafi von dem Einteilchen-Operator
O (v) die Drehimpulsenentwicklungen fiir jedes Zentrum P existieren,
d.h.:

O (x) =Y 07 (ry) Y (7p) (3)
L

Da sich die Wellenfunktion additiv aus den Anteilen der einzelnen
Regionen (Atomkugeln, Zwischen- und Auflenregion) zusammensetzt
und jeder Anteil nur innerhalb seiner zugehérigen Region von Null
verschieden ist (siehe z.B.3:31,32), kann das Integral (2) in folgende
Summe aufgespalten werden:
AT
<W>=3% <W,>+ <Wpy> (4)
p=0
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mit

<Wp> =£1F1*<rp)0(r)qf2(rp)drp (5.1)
und '

<Wp> = gj)‘{f 7, (1) O (1) ¥y, (v) dx (5.2)

Die Integrale tiber die kugelsymmetrischen Regionen p =0,1,..., N
konnen wie schon bei der Normierung?:32 relativ leicht gelést und
numerisch ausgewertet werden. Fir ihre analytische Darstellung erhilt
man:

<W,>=YYY 0] PB) I (L' LYOL(A; 1)y (6)
Lrr
mit den radialen Operatormomenten

Z
0L 1"y = PRY (ry; B1) OL(ry) RE (s Ba)13d7, (7.1)
et
p=0;x=by;xe=00;p=1,.. ,Niax =0; 2, =by)

und den Gauntschen Integralen
I LYy =[Y(#p) Y (7p) Yo (7p) sin 9y d 9, d o, (7.2)

An dieser Stelle sei vermerkt, dall man bereits bei Vernachlissigung
von (5.2) brauchbare Ergebnisse erzielen konnte3:35, wenn fiir den
betreffenden Erwartungswert nur das Verhalten der Wellenfunktion im
kernnahen Bereich ausschlaggebend ist. Fiir die Losung des Integrals
(6.2) werden die Wellenfunktionen ¥y (r) in ihrer Integraldarstellung
[siehe Gl. (15) in32] verwendet. Es folgt:

%,
<WH> —ZZ JJ[@ ,LFI I'p ‘Fl(rp)an:'

SII

7, ¢ ~
. [5_{17 W (1) — Palty) b?] { fG;?;l (tp, 1) O (1) Gy, (x,, 1) dx } ds;ds, (8)

Q

Somit ist auch hier eine separate Behandlung der Volumenintegration
mdglich. Unter Beachtung der Gl. (17) und (18) in®2, der Entwicklung

29*
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des Exponentialanteils der Greenschen Funktionen nach ,,Ebenen-
Wellen“1.3! und der Entwicklung (3) resultiert die Gleichung:

j G (8) 011 G (5, ¥yt = YT T (L L) ¥ o) ¥ 1o (7
L L' L
Q
Vg, v, ) Op(r)gr(r. o, wg)r2dr (9)
0]

mit der Hilfsfunktion

1 rl
gl(’">>""<ﬂ’~):2l+1 7{:1 +oe Byler ) Ny(ers) (10)

Die Funktionen B; und N; sind energieabhéngige sphérische Bessel-
Funktionen folgender Bedeutung:

. %r<)s E<0
Bz(‘/~7’<)={z.l§7 ; o (11.1)
JIrT <) (112)
oy W ey _
Nz(x1”>):{( AN (11.3)

ny(xrs); B >0 (11.4)

[Wie Gl. (10) im einzelnen erhalten wurde, kann? entnommen werden. ]

Es verbleibt die Bestimmung der Oberflachenintegrale der Gl. (8).
Zu diesem Zweck wird zunichst die Gl. (9) auf das Zentrum ¢ bezogen,
was wegen der Transformationsinvarianz der Greenschen Funktionen
(vgl.31:32) ohne Anderung der analytischen Struktur von (9) und (10)
moglich ist. Dann werden die Kugelradien &, um einen infinitesimalen
Wert e erweitert, um zu gewihrleisten, dall die Oberflache Sp; Element
der Zwischenregion ist. Dadurch resultieren die Zusammenhénge

rg=bg—e<r,; qgF0 (12.1)
70—b0+€>7"0, q=0 (122)

Zur Vereinfachung werden dann noch folgende Funktionen definiert3!:

b

Jogl (70 70,/1)0[ (7’0)7"1 +~d.VO (131)

]

SO l " =
( ) r)l// +1
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4

911" = f g1 (r0, 70, %1) 0% (76) By (. 79) g g {13.2)

0

H

oK
v 1" 1 ’ - ‘
Ui (1) 27 1 fgl (74, 7’q,x1)0%r(7‘q)7”; { dry; g0 (13.3)
b
q

ool
Ve ;1) = fgl (1, %) O% (rg) Ny (g rg)13dry; g £0  (13.4)

be

Unter Beachtung der Gleichungen (1.1) und (9) bis (13) erhilt man fir
den Erwartungswert Wy den Ausdruck:

<Wy> =YY YSS WL, L)=Y3YYYY

p g LLIT p g bl
[(‘5 l{, a [ L/ L//
¥
5 ) = W) o= F )
Sy
Y (7g)- O (Ba) -3 WS- d Sy, (14)

mit

b L5 1) - [by, RY (bys Bo)]—wa- V(L 1") [By (v by), RS (by: Ea)]

[In den Gl. (15) wurde die Wronsky-Schreibweise verwendet32.]

Die exakte analytische Losung des verbleibenden Oberflichen-
integrals in (14) wird mit sehr groflem mathematischen Aufwand
verbunden sein, da alle Terme, die von tr; abhéngen, zum Zentrum P
transformiert werden millten. Ebenso wird eine numerische Aus-
wertung von (14) nur mit hohem rechentechnischen Aufwand mdglich
sein.

Da der Beitrag der Zwischenregion zum Erwartungswert W er-
tahrungsgemaf klein ist (vgl. z. B.34736) wird von uns zur Vereinfachung
der Gleichung (14) eine ZDO-analoge Naherung vorgeschlagen. Sie
basiert auf der Annahme, dafi die Beitrage verschiedener Zentren

(1

- {S%“;l")'[ba””“% Ry (bo; )] + e T (1 1) [N o (e bo), B (B3 Bx)] (1
U!]

[

Ot

q

2

)
)
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(p * q) vergleichsweise zu denen desselben Zentrums (p = q) sehr klein
sind. Das bedeutet, dal die Gl. (14) mit 3,, zu multiplizieren ist. Die
Losung des Oberflachenintegrals in (14) ist unter dieser Voraussetzung
relativ einfach, so daB fir die Gleichung (5.2) folgendes Ergebnis
erhalten wird:

M=

<Wp> = <Wy>8y,= 3 22> Wh(L; L") (16.1)
LLUT

i
o

p

x,
WL (L; Ly =1,(L'; L") foz(rp;El) O, (rp) DYy (rp; Bo) vy d vy (16.2)

73

@=0:2=0,25 =bg; p+0: 2 =bp, x5 = 0)
mit den realen Anteilen

i
A ¥ ‘ 7"
DY (ry: k) = CY (B) b — |:bo_(l + 1>,R?<bo;E>]*A%<E>BZ (x70);

20+1
v (17.1)
p 0+ 0 )
Pilros ) = CLUE 2pl +1 [b;>R%0(bp§E)] + AL Ny (xry);
(p *0) .
" N _ {@”(M@), E<0 (18.1)
4 l(MTp) =
ny(nrp), E>0 (18.2)

Weitere analytische Untersuchungen resultieren aus der Kenntnis eines
speziellen Operators, dessen konkrete Drehimpulsentwicklung in die
Gl. (16) zu substituieren wére. Daran anschlieBend wiirde eine numeri-
sche Auswertung folgen. Wegen der beabsichtigten Allgemeingiltigkeit
stellt die Gleichung

W= ZZZZ{O@(EﬁOf%<E2>1L<L';L">szf(z;l”) + W?(L;L")} (19)
PLLL
die Losung fiir den Erwartungswert W im Rahmen der SCF-X -SW-
Methode dar.

Fiir zahlreiche Hinweise gilt unser besonderer Dank Herrn Dr. N. Résch
(Minchen).
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